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A Systematic Procedure for Indexing X-Ray Powder Patterns 
of Superstructure Phases 

The described procedure is based on the choice of a basic 
unit cell. The parameters of this unit cell are variably corn- 
bined in all three dimensions and X-ray powder patterns of 
the resulting superstructures are determinated. The correct 
superstructure unit cell is found by comparison of calculated 
and observed reflections. 

E i n l e i t u n g  

In vielen F/~llen ist die Indizierung r6ntgenographiseher Pulverauf- 
nahmen yon l~berstrukturphasen besonders sehwierig und zeitraubend. 
Wenn sieh der metrisehe Zusammenhang zwisehen Grund- und Uber- 
struktur mit Hilfe kleiner, ganzer Zahlen besehreiben 1/~Bt, ffihren noeh 
hgufig Probiermethoden zum Zie], bei denen man die L6sungen mehr 
oder weniger dutch Zufall findet. Sind die Parameter yon Grund- und 
l~berstruktur jedoeh fiber irrationale Faktoren verknfipft, wird man 
zumeist nur mittels eines systematisehen Verfahrerls zur L6sung kom- 
men. Im folgenden wird eine Methode besehrieben, die bei der Indi- 
zierung anionenreieher Fluoritiiberstrukturen von Zwisehenphasen der 
Systeme LnF2---LnF3 (Ln = Sin, Eu, Tm und Yb) mit grol3em Erfolg 
angewandt wurde. Hierbei konnten 13 neue Selten-Erd-Fluoride mit 
gemisehter Valenz (II und I I I )  gefunden trod eharakterisiert werden 
(entspreehende Publikationen sind in Vorbereitung). 
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L S s u n g s v e r f a h r e n  fiir  U b e r s t r u k t u r p r o b l e m e  

Zahlreiche Verbindungen, bei denen sich die Molverhgltnisse der 
konstituierenden Elemente durch kleine, ganze Zahlert ausdriicken las- 
sen, kristallisieren in sehr einfachen Strukturen, die man als Grund- 
oder Mutterstrukturen bezeiehnen kann (Cu, Mg, W--NaC1, CsOl, ZnS, 
NiAs--CaF2, TiOa usw.). Baut man in solche Mutterstrnkturen Gitter- 
defekte ein (Substitution, Leerstellen, Zwischengitterionen usw.), kSn- 
nen bei gtinstiger Defektkonzentr~tion und optimaler Temperung der 
Proben wohlausgebildete l~berstrukturen erhalten werden. Hierbei las- 
sen sieh hgufig charakteristisehe Vergnderungen der Reflexmuster auf 
RSntgenaufnahmen beobaehten: Aufsloaltung der Mutterstrukturreflexe 
auf Grund yon Gitterverzerrungen (Symmetrieerniedrignng) und zu- 
sgtzlich oft reeht zahlreich auftretende schwache sog. l]berstruktur- 
reflexe. Letztere lassen sich nur unter Zugrundelegung einer neuen und, 
vergliehen zur Mutterstruktur, grSfteren Elementarzelle indizieren. 

Besonders einfach liegen die Verhgltnisse, wenn die Reflexe der Mutter- 
struktur nieht aufgespalten sind und die Gitterkonstante der {)berstruk- 
turelementarzelle ein ganzzahliges Vielfaches der Kantenlgnge der Mut- 
terstruktur-Elementarzelle ist (z. B. Ln2Oa--C mita U = 2 �9 a M und U409 
mita#- 4.aM). Symmetrieerniedrigungen fiihren bei solchen Fgllen 
zwar nieht zu einem niedrigeren Kristallsystem, wohl abet zu einer Re- 
duktion des Bravaisgitters (z. ]3. F--> J). Erheblich sehwieriger ist der 
Saehverhalt, wenn eine Symmetrieerniedrigung beziiglioh des Kristall- 
systems vorliegt, oder wenn der Zusammenhang zwisehen den Gitterpara- 
metern yon Mutter- und {}berstruktur dureh irrationale Zahlen zu be- 
sehreiben ist, oder wenn beides zusammentrifft. 

Um nun ein allgemeingiiltiges Verfahren zur LSsung yon l~ber- 
strukturproblemen aus~rbeiten zu k5nnen, war es zungehst notwendig, 
einige grundlegende Hypothesen aufzustellen, die im folgenden kurz 
erlgutert werden. Vereinfachend sell angenommen werden, Ideal- und 
Realzusammensetzung einer Phase seien identisoh. Phasenbreiten sowie 
thermodynamische und perm~nente Lagenfehlbesetzungen sind deshalb 
nicht zu beriicksichtigem Hieraus folgt, dal~ die Element~rzellen der 
1Jberstrukturphasen nur ganze Atome bzw. Ionen enthalten. Demnaoh 
miissen diese Zellen mindestens so grol~ gewghlt werden, dal~ des Ver- 
h~ltnis der kollstituierenden Atome bzw. Ionen iu d.er Elemeutarzelle 
genau 4en molaren Verhgltnissen und der Formel der jeweiligen Ver- 
bin4ung entspricht. Es folgt hieraus aber auoh noch ein weiterer, gul3erst 
wichtiger Aspekt. Des Volumen der l~berstrukturzelle mul3 ein ganz- 
zahliges Vielfaehes des Formelvolumens der Mutterstruktur sein. Es hat 
sieh ferner als notwendig erwiesen, in allen Fgllee mit Symmetrieerniedri- 
gung beziiglich des Kristallsystems v o n d e r  Elementarzelle der Mutter- 
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struktur abzugehen. An ihrer Stelle legt man unter Bertieksiehtigung des 
Kristallsystems und B r a v a i s g i t t e r s  eine neue, meist kleinere Elementar- 
zelle zugrunde, mit  deren Hilfe alle starken Reflexe in einem geschlos- 
senen Satz indiziert warden kSnnen. Von dieser - -  und nur yon dieser - -  
Zelle ausgehend lassen sieh alle 17berstrukturm6glichkeiten systematisch 
erfassen, weshalb diese als Basiszelle bezeiehnet werden soll (analoge 
Begriffe: Basisstruktur, Basisstrukturreflexe usw.). Der Zusammenhang 
zwischen Mutter- und Basisstrukturzelle soll am Beispiel der kubisch- 
diehtesten Kugelpackung erklgrt werden. Die Mutterstruktur hut eine 
kubisehe Elementarzelle mit  vier Formeleinheiten (F-Typ,  Z = 4). Bei 
einer tetragonalen Verzerrung kSnnte man die starken l~6ntgenreflexe 
sieherlieh auch mittels einer F-Zelle (!) m i t Z  = 4 und a , , s"  ~ C"B,, ~ a M  

indizieren. Die kleinstm6gliche und daher riehtige Basiszelle ist aber 

eine I-Zelle mit  Z - -  2, a s  ~ 1/2-" aM~2 u n d c s  ~ CM. Bei einer rhombo- 
edrischen Verzerrung kSnnten ebenfalls zwei Zellen zugrundegelegt 
werden: eine mit  Z = 4 (a,,B" ~ aM und ~ ~ 90 ~ und eine mit  Z = 1 

(aB z V 2 .  aM/2  und ~ ~ 60~ Basiszetle ist aber nur letztere als kleinst- 
m5gliche Elementarzelle ! 

Jede Basiselementarzelle hat  entspreehend dem jeweiligen Aehsen- 
system drei Translationsrichtungen. Demnaeh kSnnen Uberstrukturen 
theoretisch ein-, zwei- und dreidimensionat ausgebildet werden. Bei 
einer knbischen Basiselementarzelle mit  einem Volumen yon aB " a B  " aB 

wtirde eine dreidimensionale Kantenverdopplung zu einer 17berstruktur- 
zelle mit  dem Volumen 2 aB �9 2 aB " 2 aB fiihren, die aber wieder kubisehe 
Symmetrie besitzt. Wird hingegen die Verdopplung nur zweidimensional 
durchgefiil=% erh~lt man eine tetragonale Uberstrukturzelle mit  dam 
Vo]umell 2 eL B �9 2 aB �9 aB. I m  eindimensionalen Fall bekommt man eben- 
falls eine tetragonale 1Jberstrukturzelle, allerdings mit  dem kleineren 
Volumen aB �9 aB " 2 a s .  Natiirlieh sind aueh andere ganzzahlige Kanten- 
vervielfaehungen mSglieh (] = 2, 3, 4, 5, 6 usw.). 

Neben dieser ganzzahligen Kantenvervielfachung l~ngs der Transla- 
tionsriehtungen lassen sieh noeh zahlreiche weitere lJberstrukturmSg- 
liehkeiten aufstellen. Sie ergeben sieh~ wenn man als Git terparameter  
ffir die {)berstrukturzellen auch Nullpunktsabsts yon Gitterpunkten 
beriicksiehtigt, die nieht auf den Aehsen, sondern auf den dazwisehen 
aufgespannten Ebenen liegen. In Abb. 1 sind ffir ein orthogonales 
Achsensystem die geometrischen Verhgltnisse ill der xy-Ebene darge- 
stellt. Die Basisgitterkonstante aB entsprieht dem Abstand 0--1.  Die 
Abstgnde 0--3,  0--6,  0--9,  0--13 usw. lgngs der y-Achse reprgsentieren 
die ganzzahligen Vervielfachnngen des Basisparameters mit  / = 2, 3, 4, 
5 usw. in a e = / �9 aB. Die Abstgnde 0--2,  0--4,  0--5,  0--7  usw. sind in 
den meisten F/illen mit der Basisgitterkonstanten fiber irrationale Fak- 
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to ren  verkni ipf t .  M~n erh/~lt diese F a k t o r e n  i fiber die Anwer~dung des 
py thagore i schen  Lehrsatzes  auf die en tsprechenden  rechtwinkl igen 
Dreiecke und  nach Normierung  auf den Bas i spa ramete r  aB. I n  Tab.  1 

Tabelle 1. E i n -  und  zweidimensionale  ~)berstrukturmOglichkeiten bei ortho- 
gonalen Kr is ta l l sys temen 

Nr. Parameter  at2 ] in at2 = ] �9 aB Z 

1 aB 1,00000 1 
2 l/2 �9 aB 1,41421 2 
3 2 �9 aB 2,00000 4 
4 15 �9 aB 2,23607 5 
5 2 �9 ~ �9 aB 2,82843 8 
6 3 ' aB 3,00000 9 
7 VIO" aB 3,16228 10 
8 !/13" aB 3,60555 13 
9 4 ' aB 4,00000 16 

l0 1/1--7 �9 aB 4,12311 17 
11 3 �9 ]/2 �9 aB 4,24264 18 
12 2 �9 1/5 �9 aB 4,47214 20 
13 5 �9 aB 5,00000 25 

sind die en tsprechenden  Bin- und  zweidimensionalen 1Jbers t rukturmSg- 
l ichkei ten bei or thogonalen  Kr i s t a l l sys t emen  zusammengeste l l t .  Die 
Zahl  Z in der  l e tz ten  Spal te  dieser wie auch der  folgeitden Tab.  2 gibt  die 

x 

Abb. 1. Ein- und zweidimensionale 1Jberstrukturm6gliehkeiten bei ortho- 
gonalen Kristal lsystemen 

Zahl  der  Formele inhe i ten  pro l~bers t rukture lementarze l le  an, wobei Ms 
Bezugszelle eine Basisze]le mi t  Z = 1 gew/~hlt wurde.  Sind al lerdings 
in der  Basiszelle berei ts  mehrere  Formele iahe i t en  bzw. -volumina ent- 
hal ten,  mfissen diese Zahlea  natf ir l ich en tsprechend modif iz ier t  werden. 

Mit  Hilfe der  dargelegten  Pr inz ip ien  lassen sich die l ) be r s t ruk tu r -  
mSgl ichkei ten sys temat i sch  berechnen,  wobei man  zweckmai3ig yon klei- 
nen zu gr5Beren Zellen fibergeht,  otme dabei  eine MSglichkeit  auszu- 
lassen. Selbstversti~ndlich 1/~Bt sieh das  Verfahren auch auf den P~aum 
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ausdehaen, wenn man Nullpunktabstgnde yon Gitterpunkten x y z  mit 
x r 0, y r 0 und z r 0 beriicksichtigt. Vorher sollte man aber auf 
jeden Fall priifen, ob man die Basiszelle richtig gefunden hat (liickenlose 

Tabelle 2. E i n -  u n d  z w e i d i m e n s i o n a l e  U b e r s t r u l c t u r m 6 g l i c h k e i t e n  ]i~r d a s  
h e x a g o n a l e  u n d  r h o m b o e d r i s c h e  K r i s t a l l s y s t e m  

Nr. Parameter a~t ] in aft = ] �9 aB Z 

1 a B  1,00000 1 
2 ]/~" aB  1,73205 3 
3 2 �9 a B  2,00000 4 
4 ]/7 " aB  2,64575 7 
5 3 �9 aB  3,00000 9 
6 2 �9 ]/3 �9 aB  3,4641_0 12 
7 ]'~3" aB  3,60555 13 
8 4, aB 4,00000 16 
9 ]/1--9 �9 aB  4,35890 19 

i0 ]~Y" aB 4,58258 21 
11 5 �9 aB  5,00000 25 

Indizierung und Zuordnnug der starken Reflexe unter Beriieksiehtigung 
mSglicher Ausl6sehungen). Es soll aber damit  nieht ausgesehlossen 

werden, dab es derartige Fglle geben kann (z. B. ~ / 3 " a s  fiir den 

Abb, 2. Ein- und zweidimensionale l~'berstrukturm6gliehkeiten far das 
hexagonale und rhomboedrisehe Kristallsystem 

Punkt  111). In  der Regel wird man jedoeh diese MSglichkeiten nicht zu 
beriieksichtigen brauchen, zumal wenn eine andere Aufstellung der 
Basiszelle vorgenommen werden kann. Die lJberstrukturm6gliehkeiten 
lassen sieh auch fiir nichtorthogonale Systeme bzw. deren zweidimen- 
sionale Projektionen bereehnen. W~blt man als eharakteristischen Win- 
kel 120 ~ (Abb. 2 und Tab. 2), k6nnen alle F/ille fiir das hexagonale und 
rhomboedrische Achsensystem erfaBt werden. Hierbei sind die R-Gitter 
hexagonal aufzustellen (Z~ex = 3 .  Zrh). Gibt maa  den eh~rakteristi- 
sehen Winkel ganz ffei, lassen sich auch monokline und trikline Systeme 
bearbeiten, wenngleieh gerade im letzteren Fall der Reehenaufwand 
erheblieh sein dfiffte. 
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Im monoklinen Fall kSnnen die orthogonalen UberstrnkturmSglich- 
keiten analog Abb. 1 und Tab. 1 berechnet werden, wobei zu beriiek- 
sichtigen ist, dab ira allgemeinen b r a und b r c sein diirfte (2 na set- 
ting). Bei derartigen Fs empfiehlt es sich jedoch, die Schemata ent- 
sprechend Abb. 1 und Tab. 1 erst bei Kenntnis der speziellen Geometrie 
der jeweiligen Basiszelle zu erstellen. Aus diesen Griinden wurde bier auf 
entspreehende Berechnungen allgemeiner Ausdriieke f f r  die 1)berstruk- 
turparameter verziehtet. Dies gilt auch fiir die schiefwinkligen l~ber- 
strukturmSgliehkeiten, die sieh mit Hilfe des Kosinassatzes aus as, CB 

und ~B berechnen lassen. Man erhglt dann Schemata, die analog Abb. 2 
nnd Tab. 2 angeordnet sind. 

P r a k t i s c h e  A n w e n d u n g  des  V e r f a h r e n s  

Im folgenden seien einige Hinweise gegeben, die bei der praktischen 
Anweadung des system~tischen LSsungsverfahrens ftir Uberstruktur- 
probleme voa Bedeutung sind. Der erste Schritt bei der Interpretation 
der Pulveraufnahmen ist die Indizierung der Basisstrnkturreflexe. 
Hierbei geht man am besten v o n d e r  zumeist hoehsymmetrischen Mut- 
terstruktur (Fluorit, Perowskit usw.) aus und ermittelt aus tier Auf- 
s]0altung der entspreehenden l~eflexe das Kristallsystem. In vie]en 
F/~llen mul~ die so erhaltene Zelle noch zur Basisstrukturzelle reduziert 
werden. Ziel mul~ es hierbei sein, nnter Beriieksichtigung yon gegebenen- 
falls vorhandenen, systematisehen AuslSsehungen eine kleinstmSgliehe 
Zelle zu linden, mit der sich alle starken l~eflexe in einem gesehlossenen 
Satz indizieren lassen. Vorsicht ist geboten bei sog. zufglligen Aus- 
15schungen. Einige, insbesondere bei hohen 0-Werten, sind noeh akzep- 
tabel. Ansonsten aber weisen sie auf eine Fehlindizierung bin. 

Zur LSsung der Uberstruktur verfghrt man am besten so, dab man 
ausgehend yon der Basisstrukturzelle zungchst zehn ein- und zwei- 
dimensionale UberstrukturmSgliehkeiten bereehnet. Unter Zugrunde- 
legung der auf 5--6 Stellen genau berechneten Uberstrukturparameter 
ermittelt man mit ttilfe geeigneter t~echenprogramme die theoretische 
RSntgenreflexabfo]ge. Anschliel~end sucht man an Hand der experi- 
mentell ermittelten Reflexabfolge (Basis- und Uberstrukturreflexe) nach 
~bereinstimmung. Falls neben den Basisstruktnrreflexen auch alle 
Uberstrnkturreflexe zugeordnet werden kSnnen, liegt bereits die richtige 
LSsung vor. KSnnen aber nicht alle Uberstrukturreflexe zugeordnet 
werden, oder wenn dies auch teilweise fiir die Basisstrukturreflexe gilt, 
mtissen weitere lJberstrnkturmSglichkeiten herangezogen werden. Bevor 
man aber h6here ein- und zweidimensionale F~lle bereehnet, empfiehlt 
es sich, die bereits berechneten LSsnngsanss zu dreidimensionalen 
UberstrukturmSglichkeiten zu kombinieren (z. B. bei einem tetra- 
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gonalen Gitter 5 aB �9 5 aB " nOB mit n = 2, 3, 4, 5 usw.). Auf diese Weise 
werdea systematisch alle m6glichen F~lle erfaBt. 

Absch]ieBend sollen noch einige Bemerkungen zur Symmetrierelation 
zwischen Basis- und 1)berstrukturzellen angefiigt werden. AuI Grund 
eigener Erlahrungen emp~iehlt sich bei der Berechnung der Uberstruk- 
turm6glichkeiten immer die Zugrundelegung eines primitiven Gitters, 
wenn auch bei den Basiszellen bereits 2'-, I- oder R-Gitter vorliegen. 
Bei der LSsung der Uberstruktur k6nnen dann immer noch die ent- 
sprechenden AuslSschungsgesetze eingearbeitet werden, falls sich dies als 
notwendig und mSglich erweisen sollte. Auf dicse Weise werden aber 
gegebenen~alls vorhandene Symmetrieerniedrigungen (z.B. F--->A) 
nicht bereits im voraus ausgeschlossen. 
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